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Введение 

Цели преподавания математики в высших 

сельскохозяйственных учебных заведениях: ознакомить студентов с 

основами математического аппарата, необходимого для решения 

теоретических и практических задач сельскохозяйственного 

производства; развить логическое мышление и навыки 

математического исследования явлений и процессов, связанных с 

этим производством. 

Методические указания предназначены для  изучения одного 

из основных разделов математики «Математический анализ». 

Математический аппарат этого раздела  широко применяются в 

различных отраслях естествознания и техники.  

            Основной задачей, которая решаются в ходе изучения 

раздела: подготовить студентов к приложению ряда важных 

математических понятий (таких как производная, интегрирование, 

дифференциальные уравнения и др.) к моделированию различных 

технических, технологических процессов. 

Такую целенаправленность имеют настоящие методические 

указания, которые включают следующие разделы высшей 

математики: 

1. введение в математический анализ; 

2. дифференциальное исчисление функции одной переменной; 

3. интегральное исчисление функции одной переменной; 

4. дифференциальное исчисление функции двух переменных; 

5. дифференциальные уравнения. 

6. функция нескольких переменных. 

 Все указанные разделы содержат: 

1. теоретические вопросы, типовые задачи с решениями, 

позволяющие подготовиться студентам к выполнению заданий для 

самостоятельного решения; 

2. задания для самостоятельного решения: три контрольные работы, 

два типовых расчета (20 вариантов). 
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Методические рекомендации. 

         Задания для самостоятельной работы представлены в форме 

контрольных работ и типовых расчетов (по 20 вариантов). 

         Номера вариантов контрольных работ имеют полный 

перечень от 1 до 20. 

        Выбор заданий по номеру варианта в типовых расчетах 

производится по таблице: 

 
№ Задание№1 Задание№2 Задание№3 Задание№4 Задание№5 

1. 1 11 21 31 41 

2. 2 12 22 32 42 

3. 3 13 23 33 43 

4. 4 14 24 34 44 

5. 5 15 25 35 45 

6. 6 16 26 36 46 

7. 7 17 27 37 47 

8. 8 18 28 38 48 

9. 9 19 29 39 49 

10. 10 20 30 40 50 

11. 2 13 24 31 45 

12. 4 15 21 32 46 

13. 6 17 22 33 49 

14. 8 11 30 34 42 

15. 3 12 29 35 47 

16. 5 14 28 36 43 

17. 7 16 26 40 44 

18. 9 18 25 37 50 

19. 1 20 23 39 48 

20. 10 19 27 28 41 
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Глава 1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
 

1.1 Вопросы для самопроверки 
 

1. Сформулируйте определение функции? Что такое область 

определения функции? 

2.   Какие существуют способы заданий функции? 

3.   Что такое бесконечно малая и бесконечно большая величины? 

Какая существует связь между ними? 

4.   Сформулируйте определение предела функции. 

5.   Сформулируйте основные теоремы о пределах функций, 

6.   Виды неопределенностей и правила их раскрытия. 

7.  Замечательные  пределы. 

8. Дайте определения непрерывности функции. 

9.Условия непрерывности функции в точке. 

10. Что такое точка разрыва? Классификация точек разрыва. 
 

1.2. Задания для самостоятельного решения 
 

Контрольная работа по теме:  

«Предел функции, непрерывность функции» 
 

Задание №1. Найти пределы следующих функций. 

В-1 

а) 
9

96
lim

2

2

0 



 x

xx

xx
 при  000 ;3;1 ххх  

б) 20

11
lim

х

x

x




          в) 

х

x

x 4

3
sin

lim
0

                г)    a
a

3

5

0
41lim 


   

 

В-2 

а) 
20

4
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;4;2 ххх  

б) 
3

14
lim

3 



 х

х

x
          в) 

x

x

x 2

4sin
lim

0
                 г)  

n

n n

4

8

3
1lim 











   

 

В-3 

а) 
43

16
lim

2

2

0 



 xx

x

xx
 при  000 ;4;2 ххх  

б) 
24

lim
2

0  x

x

x
          в) 

x

x

x 8sin

5
lim

0
                г)    a

a
3

1

0
21lim 
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В-4 

а) 
44

6
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;2;3 ххх  

б) 
4

35
lim

4 



 х

х

x
          в) 

x

x

x 5sin

4
lim

0
                г)  

n

n n










 5

8
1lim    

 

В-5 

а) 
4

23
lim

2

2

0 



 x

xx

xx
 при  000 ;2;1 ххх  

б) 
x

x

x 2

39
lim

0




          в) 

x

x

x 2

16sin
lim

0
                г)    a

a
7

1

0
71lim 


   

 

В-6 

а) 
96

9
lim

2

2

0 



 хx

х

xx
 при  000 ;3;0 ххх  

б) 
3

21
lim

3 



 х

х

x
          в) 

x

x

x 8sin

7
lim

0
                г)  

а

а

а
4

3

2
1lim 











   

 

В-7 

а) 
65

96
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;3;2 ххх  

б) 
x

x

x  42

2
lim

0
          в) 

x

x

x 10sin

6
lim

0
                г)  

n

n n
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7
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В-8 

а) 2

2

1

21
lim

0 х

xх

xx 




 при  000 ;1;2 ххх  

б) 
x

x

x 



 83

1
lim

1
          в) 

x

x

x 6

5sin
lim

0
                г)  

a

a

2

0 5

3
1lim 













   

 

В-9 

а) 
107

6
lim

2

2

0 



 хx

хx

xx
 при  000 ;2;0 ххх  

б) 
xх

х

x 



 62

2
lim

2
          в) 

x

xtg

x 5

2
lim

0
                г)  

n

n n

4

5

3
1lim 











   

 

В-10 

а) 
65

352
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;3;1 ххх  



 7 

б) 
5

91
lim

5 



 x

хx

x
          в) 

x

x

x 7

3sin5
lim

0
                г)  

n

n n

2

8

7
1lim 











   

 

В-11 

а) 
862

16
lim

2

2

0 



 хx

x

xx
 при  000 ;4;1 ххх  

б) 
xх

х

x 



 75

1
lim

1
          в) 

x

x

x 7

4
sin

lim
0

                г)  
5

2

4

3
1lim

x

x x











   

 

В-12 

а) 
6

372
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;3;0 ххх  

б) 
1

35
lim

1 



 x

хx

x
          в) 

3/

8sin
lim

0 x

x

x
                г)  

5

2

3

7
1lim

n

n n











   

 

В-13 

а) 
56

145
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;1;1 ххх  

б) 
2

37
lim

2 



 x

хx

x
          в) 

x

xtg

x 3sin

8
lim

0
                г)  

3

7

2

5
1lim

n

n n











   

 

В-14 

а) 
12

12
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;1;0 ххх  

б) 
xx

x

x 
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2
lim

2
          в) 

x

x

x 3sin

2sin
lim

0
                г)  

5

7

3

2
1lim

n

n n











 

 

В-15 

а) 
103

158
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;5;1 ххх  

б) 
xx

x

x 



 62

4
lim

4
          в)   

xtg

xtg

x 4

7
lim

0
             г)  

2

3

7

1
1lim

x

x x











   

 

В-16 

а) 
183

65
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;3;1 ххх  



 8 

б) 
6

93
lim

6 



 x

хx

x
          в) 

x

x

x 7sin3

2sin
lim

0
                г)  

2

7

4
1lim

n

n n













   

 

В-17 

а) 
23

143
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;1;0 ххх  

б) 
x

хx

x 



 1

35
lim

1
          в)     2

2

0

7sin
lim

x

x

x
           г)  

n

n n

3

12

1
1lim 













   

 

В-18 

а) 2

2

25

103
lim

0 x

xx

xx 




 при  000 ;5;1 ххх  

б) 20

99
lim

x

хx

x




          в) 2

2

0 4

9sin
lim

x

x

x
                г)  

n

n n

3

5

7
1lim 













   

 

В-19 

а) 
6

8103
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;2;0 ххх  

б) 
xx

xx

x 



 44

3
lim

2

0
          в) 2

2

0 9

8sin
lim

x

x

x
                г)  

5

9

5
1lim

n

n n













   

 

В-20 

а) 
583

7136
lim

2

2

0 



 xx

xx

xx
 при  000 ;1;2 ххх  

б) 
516

4
lim

4 



 x

x

x
          в) 

xtg

x

x 2

16
lim

2

2

0
                г)  

n

n n

2

4

3
1lim 













   

 

Задание №2 
 

Исследовать функцию на непрерывность. Сделать чертеж. 
 

В-1 
2


x

x
y         В-2 

5

2




x

x
y                В-3 

x

x
y




4

2
         

В-5    x2

6

7y         В-6    3x

2

6y        В-7  3x

1

5y     

 

В-8  










124

14
)(

2

хприx

хприx
xf

 

В-9   










24

21
)(

2

хприx

хприx
xf  

В-10  










23

28
)(

2 хприx

хприx
xf
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В-11  










12

15
)(

2 хприx

хприx
xf

 

В-12   










32

34
)(

2

хприx

хприx
xf  

В-13 










13

15
)(

2 хприх

хприx
xf  

В-14  










23

24
)(

2

хприx

хприx
xf

 

В-15  










21

26
)(

2 хприx

хприx
xf  

В-16  










23

26
)(

2

хприx

хприx
xf

 

В-17  










12

11
)(

2 хприx

xприx
xf

 

В-18  










1,3

1,3
)(

2 xприx

xприx
xf

 

В-19  










1,4

1,3
)(

xприx

xприx
xf

 

В-20 










0,23

0,1
)(

3

xприх

xприx
xf  

 

Дополнительные задачи*. 

1.Вычислить пределы: 

1)  2) 
516

2
lim

4 



 x

x

x
  3) 

24

44
lim

2

0 



 x

хx

x
  

4) 
x

xx

x 2cos1

sin
lim

0 




  5) 20

4cos1
lim

x

x

x




   6)

x

tgxх

x 20 sin

3
lim




  

7) 

32

5

4
lim
















n

n n

n
       8)  

12

12

32
lim
















n

n n

n
   

 

2.Исследовать функции на непрерывность. Сделать чертеж. 

  1) 
















13

111

12

)( 2

хприx

хприx

xприx

xf  ;  2) 
















12

101

02

)( 2

хпри

хприx

xприx

xf  

 

Решение типовых примеров 

Пример 1. Найти пределы: 

а) 
3

8

12

62

1

6
lim

222











 x

x

x
 

б) 0
81

0

9

999
lim

229







 x

x

x
 

в) 














 11

1

0cos1

102

cos1

12
lim

0 x

x

x
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Более сложные случаи, так называемые неопределенности 












 1;;
0

0
, рассмотрим на примерах. 

Пример 2. Вычислить пределы: 

а) 
1543

352
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
; б) 

4

71
lim

4 



 x

xx

x
; в)

73

14
lim

2

24





 xx

xx

x
 

    

 Решение. 

а)
0

0

153493

33592

1543

352
lim

2

2

3











 xx

xx

x
 

       Непосредственная подстановка предельного значения 

аргумента х=3 приводит к неопределенности .
0

0







 чтобы раскрыть 

неопределенности вида .
0

0







 числитель и знаменатель дроби 

разложим на множители как квадратные трехчлены по формуле 

))(( 21

2 xxxxacbxax  , где 1x  и  2x - корни трехчлены. Затем 

сокращаем дробь на (х-3). 

3

5
,3;

6

144

6

1964

19618016)45(416

01543

2

1
,3;

4

75

4

495

2

4924254

0352

2112

2

2112

12

2

2




























xxx

D

xx

xxx

a

Db
x

acbD

xx

 

Итак, 2

1

14

7

533

132

53

12
lim

)
3

5
)(3(3

)
2

1
)(3(2

lim
1543

352
lim

33

2

3





















 x

x

xx

xx

xx

xx

xxx  

б) 
4

71
lim

4 



 x

xx

x
  

    

Решение. 
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0

0

44

4714

4

71
lim

4











 x

xx

x
 

     Непосредственная подстановка предельного значения 

аргумента приводит к неопределенности вида .
0

0







 Чтобы раскрыть 

эту неопределенность, умножим числитель и знаменатель дроби 

на выражение )71( xx  . Такое преобразование даст 

возможность сократить дробь на множитель (х-4). 

3

3

3

1

32

2

33

2

71

2
lim

)71)(4(

)4(2
lim

)71)(4(

82
lim

)71)(4(

)7(1
lim

)71)(4(

)71)(71(
lim

4

71
lim

444

444







































xxxxx

x

xxx

x

xxx

xx

xxx

xxxx

x

xx

xxx

xxx

в) 
73

14
lim

2

24





 xx

xx

x
  

 

   Решение. 































 0

4

731

11
4

lim
73

14

lim
73

14
lim

432

42

444

2

44

2

4

4

2

24

xxx

xx

xx

x

x

x

xx

x

x

x

xx

xx

xxx  

      При x получаем неопределенность 











. Разделим и 

числитель и знаменатель на 4x (старшая степень числителя). 

Величины 4342

7
;

3
,

1
,

1

xxxx
 бесконечно малые при x  и их пределы 

равны нулю. 

       Итак, наша дробь как величина, обратная бесконечно малой, 

является бесконечно большой величиной и её предел равен 

бесконечности. 
 

Пример 3. Вычислить пределы: 

а) 
xtg

x

x 9

4sin
lim

0
; б) 

x

x

x 2cos1
lim

0 
 

     Решение. 

а) Сведем к первому замечательному пределу (1.1).  

Заменим 
x

x
xtg

cos

9sin
9  , умножим числитель и знаменатель на 4х и 9х 

используем свойства пределов: 
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9

4

9

4
111

9

4
lim9coslim

9sin

9
lim

4

4sin
lim

9

4

1

9cos

9sin

9

4

4sin
lim

0

0

9

4sin
lim

000000











 xxxxxx
x

x

x

x

x

x

xx

x

x

x

x

xtg

x

б) 
x

x

x 2cos1
lim

0 
 

Решение. 

2

1

sin
lim

2

1

sin2
lim

sin2
lim

sin22cos10

0

2cos1
lim

002020














  x

x

x

x

x

x

xx

замена

x

x

xxxx

Пример 4.  Вычислить предел:   

n

n n

3

5

2
1lim 













  

   Решение. 

 

66

6
15

615)25(33

1
1

1lim
1

1lim

1
1lim

1
1lim

25,52

1

5

2
:

1
1lim

1
5

2
1lim






































































































ee
xx

xx

nприx

xnотсюдаnx

xn
замена

e
x

пределуномузамечатель

второмукосведем

n

x

xx

x

x

x

x

x

x
n

n

 

Величина 
x

1
 при x  бесконечно малая. 

Пример 5. 

      Исследовать функцию x5

4

9y   на непрерывность. Установить 

характер точек разрыва. Схематично построить график функции . 

Решение. 

Функция  x5

4

9y   элементарная, поэтому она непрерывна во всех 

точках, кроме точки  5x0  , где она не определена. 

                                 











 0

4

x5

4
lim

05x

,    











 0

4

x5

4
lim

05x

. 

Поэтому 







x5

4

x5

4

05x

lim
99 05xlim ,   0

lim
99

x5

4

x5

4

05x

05xlim 






 . В точке 5x0  -  

разрыв II рода, т. к. левосторонний предел бесконечен. 

График функции на рисунке 1. 
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Глава 2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ. 
 

2.1 Вопросы для самопроверки 
 

1.Сформулируйте определение производной. Общее правило 

нахождения (четыре шага).  

2. Каков геометрический, экономический, механический смысл 

производной? 

3.Что называется дифференциалом функции? 

4. Применение дифференциала к приближенному вычислению 

значению функции. 

5.   Каковы признаки возрастания и убывания функций? 

6. Что называется экстремумом функции? Как найти максимум   и 

минимум функции? 

7. Чем отличается максимум функции, заданной на некотором 

отрезке, от ее наибольшего значения? Тот же вопрос о минимуме 

и наименьшем значении функции. 

8.Как находят интервалы выпуклости и вогнутости и точки 

перегиба графика функции? 

9.Что называется асимптотой кривой? Как находятся 

вертикальные и наклонные асимптоты графика функции? 

10. Сформулируйте правило Лопиталя. 

 

5 

1 

0 

у 

х 

Рисунок 1 
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2.2  Задания для самостоятельного решения 
 

Контрольная работа  по теме: 

«Производная функции» 

     Найти производные следующих функций и вычислить их 

значения при указанных значениях аргумента. 
 

В-1  а)     ?;4,2
1

3 3  fx
x

xxf   б)  ;32 xey x   

в)   ;
22

2




t

t
tS                        г) ;5cos2 xtgey x   

д)   
13

13
ln

2

2






x

x
y                 е) 343 322  yxxy  

В-2  а)     ?;1,
3

1 3

4
 fx

x
xf   б) ;

12

2




x

x
y  

в)     ;3 2  tgy              г) 
xey sin3 ;xtg  

д) 
xxy cos3cos3

4     е) yxxy 233 4  

В-3 а)     ?;1,3
1

4 3 2

4
 fx

x
xxf  б) ;

12 


x

x
y  

в)    ;13  tetz t
   г) 

xey 5 ;ln3 x  

д) xy 41arcsin     е) 23 23  yxyx  

В-4 а)     ?;4,
7

5 3  fx
x

xxf   б) ;
32 


x

x
y  

в)     ;sin21  g             г) xctgy 3 ;12 xe  

д)  14  xarctgy    е) 33 232  yyxx  

В-5 а)     ?;4,
2

6 3  fx
x

xxf   б)  ;21sin xxy   

в)   ;1;
32




 t
t

t
tS    г) xctgy 7  ;1cos 6  x  

д)  xctgxy x 23sin     е) 333 22  yxyx  

В-6 а)     ?;1,2
5

3 3  fx
x

xxf  б)  ;2ln 2 xxхy   

в)   ;0;
33

2




 t
t

t
tS    г) .

22 xexy   

д) xtgxy  3sin    е) 94 22  yxyx  

В-7  а)     ?;1,4
1

3 3

3
 fx

x
xf   б)  ;35sin y  

в)     ;0;32  tettg t   г) xy 2ln ;12 xe  

д) xy x 8arcsin4cos      е) 142 2  yxyx  
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В-8  а)     ?;4,
3

2 3 2

2

2  fx
x

xxf  б) ;
52

2




x

x
y  

в)     ;12 tettS     г) .sin2 xexy   

д)  
5

14cos
x

ctgxy     е) 84 23  yxyx  

В-9 а)     ?;1,5
4

3
4

3  fx
x

xxf   б) ;
13

5




t

t
y  

в)     ;sin12  y             г) 
ctgxy 3 ;2 2xx   

д)  xxy 3cos)63ln( 2     е) уxyx 633 34   

В-10  а)     ?;1,
3

1
2 3

3

3  fx
x

xxf  б) ;
2

3

x

x
y


  

в)     ;32 tettS      г) 
126  xy .cosln xx   

д) xxy 3cos)63ln( 2     е) 02  yexy x
 

В-11  а)     ?;1,
3

2 3

2

6  fx
x

xxf  б) ;
2 3

3

x

x
y


  

в)     ;sin32  y            г) xctgy 8 ;24  x  

д)  xey x 4log3

cos  
    е) 23 6ln yxxy   

В-12  а)     ?;1,4
3

2 3

2

3  fx
x

xxf  б) ;
7

2

3

x

x
y


  

в)     ;ln12 tttS              г) 
26 xey    ;9

32  x  

д)  xey x 4log3

cos      е) 
223 3 yxxy   

В-13  а)     ?;1,3
2 3

2

3  fx
x

xxf   б) ;
6

3

2

x

x
y


  

в)     ;1  tgy              г) 
2

sin
x

y  ;5 32 xx   

д) xey x 2log5

3

       е) 
333 yxxy   

В-14 а)     ?;1,2
6 37  fx
x

xxf   б) ;
8

2

3

x

x
y


  

в)     ;53 tettg      г) .
2

34










x
tgxy  

д)  xexy 5243     е) 02  yxye x
 

В-15 а)     ?;1,6
2 3

3

2  fx
x

xxf   б) ;
1

3

5

x

x
y


  

 в)     ;ln12 tttS              г)  32 4sin xxy  ;13  x  

д)  xxy 7sinln3       е) 22 34  yyxx  
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В-16 а)     ?;1,2
1 3

3

5  fx
x

xxf    б) ;
3

2

6

x

x
y


  

 в)   );2(sin2  y    г)  1cos 43  xxy ;2 4xx   

   д)
92

58  xexy    е) 3ln4 23  yyxx  

В-17  а)     ?;1,5
2

3 3

3

2  fx
x

xxf   б) ;
9

2

3

t

t
y


  

  в)   ;cos)5( 2  y             г) 







 2

2

3 x
tgxy   ;2

24 xx   

  д) 42 )13(2arcsin  xxy   е) 1235 22  yxyx  

В-18  а)     ?;4,
2

5 32  fx
x

xxf    б) ;
53

2




x

x
y  

  в)   ;)2( 2 tettS      г) 
22 xxey   ;6ln 4x  

  д) xexy  )5cos( 3     е) 02   xyee yx
 

В-19  а)     ?;1,
4

7 3 2

2

3  fx
x

xxf   б) ;
12

6




t

t
y  

    в)   ;
2

;sin2 
 y    г) 








 2

3
cos3 x

xy  ;72ln 5  x  

  д) xxy 62 2     е) 5ln 23  yхуx  

В-20  а)     ?;1,
8

3 35  fx
x

xxf    б) ;
62

3




x

x
y  

  в)     ;ln3 tttS               г)  14ln 3  xy .1
6

sin6










x
x  

   д) xey x 3ln32

      е) 0 yxe xy
 

 

Дополнительные задачи*. 

1) Найти производные функций: 

а) 
2

ln3




x

x
arctgy ;       б) 5

4 3
sin 







 


x

x
y ;      в) 













 


x

x
tg

y

42
7

2  

2) Найти производные неявных функции: 

а) x
y

x
yx 7)2sin(

3

 ;  б) x
x

y
e xy 3cos

3

 ;  в) 
x

x

y
yxtg 7

2
)5(

3



  

3) Найти производную с помощью логарифмического 

дифференцирования: 
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а)   x

xy
arcsin

 ;  б)   x
xy

sin2 3 ; в)  xxy
2

cos   г) 
 

 
5

3

2

3

)1)(3






x

xx
y  

Решение типовых примеров 

Пример 1.  

Найти производную функции   3 2

3
3

1
2 x

x
xxf   и вычислить её 

значение при 1x . 
 

Решение.  

Преобразуем данную функцию, используя свойства степени: 

n

n
x

x


1

     и      n

m

n m xx             

  3

2

3 32 xxxxf   

Последовательно применим правило дифференцирования 

алгебраической суммы . 

           

34

3

14

3

1

4

1
3

2

133

2

33

2

3

23
2

23
2232

3

2
33123232

xx
x

x
xx

xxxxxxxxxf



















































      Для нахождения значения производной в точке подставим в 

выражение производной значение 1x . 

Получим:   7
1

2

1

3
21

34
f  

 Пример 2. Найти производные следующих функций:  

а) ;ln2 xxy       б) 2

3 10

t

t
y


  

Решение. 

а) Применим правило дифференцирования произведения двух 

функций  

     1ln2
1

ln2lnln 222 





 xx
x

xxxxxxxy  

б) Применим правило дифференцирования частного : 
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3

3

4

3

4

4

4

44

4

322

22

2323

2020

20202321031010

t

t

t

tt

t

tt

t

ttt

t

tttt

t

tttt
y


























 

Пример 3. Найти производные следующих функций: 

а)   ;5
32 xxy     б) ;1sin  xey    в) ;

2
ln3 x

xy     г) 
tS arcsin2 . 

  д) 6342  xyxy ;      е)  
2

sinx xy   

Решение.   

Функции (а), (б), (в) представляют собой сложные функции.  

а) Положим ,52 xxu   тогда 
3uy   

     Последовательно применим правило дифференцирования 

сложной функции 

     xuuuxy 


 23 3  

         5253553
22222 


 xxxxxxxxy  

 

б) Положим ,1sin  xu  тогда 
uey  .  

     xueexy uu 


  

      .cos0cos1sin 1sin1sin1sin  


 xxx exxexexy  
 

в) Второй сомножитель есть сложная логарифмическая функция 

uln , где 
2

x
u  . 

   xu
u

u 
 1

ln  т.е. 
xx

x

x

x 1

2

12

2

2

1

2
ln 























 

Имеем 

    






















 1

2
ln3

1

2
ln3

2
ln

2
ln 23233 x

x
x

x
x

x
x

x
x

xxy  

г) Пусть tuгдеy u arcsin,2   

2

arcsin
arcsin

1

2ln2
)(arcsin2ln22ln2

t
tuS

t
tu




  



 19 

 д) 6342  xyxy  

     В данном случае зависимость между аргументом x и y задана 

уравнением, которое не разрешено относительно функции y. Чтобы 

найти производную y , следует дифференцировать по x обе части 

заданного уравнения, считая при этом y функцией от x, а затем 

полученное уравнение решить относительно искомой производной y  .       

Имеем; 

0342 2  yyxyy  

Из полученного равенства, связывающего x, y и y , выразим 

производную y : 

342 2  yyxyy  

42

32






xy

y
y . 

 

Типовой расчет №1 по теме: «Дифференциальное исчисление 

функции одной переменной» 
 

Задание № 1.  
 

В задачах №1-10 составить уравнение касательной и нормали к 

кривой в точке с абсциссой 0x . Выполнить чертеж. 

№ Уравнение 0x  № Уравнение 0x  

1 22 xxy   -1 6 132 2  xxy  2 

2 233 xxy   2 7 
)32(

4

1 2  xxy  
4 

3 853 2  xxy  1 8 24 xy   -1 

4 

x
y

3
  

3 9 12 2  хxy  
2

1
 

5 
)4(

4

1 2xxy   
1 10 152  xxy  1 

 

Задание №2.  

 В задачах № 11-20 вычислить приближенные значения с помощью 

дифференциала функции. 
11 12,36  16 64,16  

12 62cos  17 28sin  
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13 46tg  18 47ctg  

14 01,225  19 08,1ln  

15 54,25  20 05,1ln  
 

Задание № 3. 

 В задачах №21-30 найти скорость и ускорение в указанный момент  

времени для точки движущейся прямолинейно, если движение точки 

задано уравнением. 

 уравнение t   уравнение t  

21   42 23  tttS  2 26   tttS 26   4 

22   862  tttS  3 27   463 23  tttS  4 

23   tttS 34   1 28 
  t

t
tS 4

4
  

2 

24   30112  tttS  6 29   tttS  2cos  0 

25   29,4100 tttS   5 30   tttS 2sin  0 
 

Задание № 4. 

В задачах № 31-40 исследовать функцию и построить  график,  

для функции а) найти наибольшее и наименьшее значение функции 

на заданном отрезке. 

№/в функция  bа;  №/

в 

функция  bа;  

31 а) 2249 23  xxxy        3;2  

б) 
5

5




x

x
y  

36 
а) xxxy 32

3

1 23         3;6  

б) 
3

2




x

x
y  

32 
а) 104

2

3

3

1 23  xxxy       3;0  

б)
4

3




x

x
y  

37 
а) 2

2

3

4

1 23  xxy         5;1  

б) 
1

6




x

x
y  

33 
а) 33

5

9

5

1 23  xxxy          4;1  

б) 
1

2




x

x
y  

38 а) 3159 23  xxxy     4;1  

б) 
3

2




x

x
y  

34 
а) 76

2

1 23  xxy                5;0  

б)
6


x

x
y  

 

39 
а) 4

2

3

5

1 23  xxy           6;1  

б) 
2


x

x
y  
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35 
а) 63

8

9

4

1 23  xxxy      3;2  

б)
6

2




x

x
y  

 

40 
а) 23

3

1 23  xxxy  7;2  

б)
х

х
y




1

6
 

 

Задание № 5.  Решить задачу. 
 

41) Найти наибольший объем цилиндра, у которого полная 

поверхность равна 48S  2м . 

42) Найти наибольший объем конуса, образующая которого равна 

3l  м . 

43) Объем  правильной треугольной призмы  равен 32V  3м . Какова 

должна быть длина стороны основания призмы, чтобы ее полная 

поверхность была наименьшей? 

44) Объём цилиндра равен  81V  3м . Каковы должны быть радиус 

основания и высота цилиндра, чтобы на его изготовление ушло 

наименьшее количество материала? 

45) Требуется изготовить ящик с крышкой, объем которого был бы 

равен 144 (см3), причем стороны основания относились бы как 1:2. 

Каковы должны быть размеры всех сторон, чтобы полная 

поверхность была наименьшей? 

46) Каковы должны быть размеры прямоугольника наибольшей 

площади, вписанного в круг радиуса 6 см? 

47) Проволока длиной 40 см согнута в прямоугольник. Каковы 

должны быть размеры этого прямоугольника, чтобы площадь его 

была наибольшей? 

48) Канал, ширина которого 27 м, под прямым углом впадает в 

другой канал шириной 64 м. Какова наибольшая длина бревен, 

которые можно сплавлять по этой системе каналов? 

49)  Найти наибольший объем цилиндра, у которого полная 

поверхность равна 24S  2м . 

50) Найти наибольший объем конуса, образующая которого равна 

3l  м . 
 

Дополнительные задачи*. 
 

1) В какой точке касательная к параболе 642  xxy наклонена 

к оси абсцисс под углом 450. 

2) Найти углы, под которыми пересекаются кривые хy 22   и 

822  ух  
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3) Вычислить приближенно: a) 05,1arctg ;     4 64,16  

4) Провести полное исследование функции: 

а) 1

1

 хеy ;   б) 24

x

exy


 ;   в) )1ln( 2ху  ;   г) 
 

2

1
2






х

х
у  

 

Решение типовых примеров. 
 

Пример 1. Составить уравнение касательной и нормали к кривой 

42  xy  в точке с абсциссой 20 x . Выполнить чертеж. 

Решение. 

Уравнение касательной к кривой имеет вид:    000 xxxyyy  , 

уравнение нормали к кривой: 
 

 0

0

0

1
xx

xy
yy 


 . 

Вычислим   0422

00  xyy ,     422  yxxy  . 

Подставим в уравнения, получим:   84240  xyxy  - 

уравнение касательной;  
2

1

4

1
2

4

1
0  xyxy  - уравнение 

нормали. Чертеж (рис.2). 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 2.  

С помощью дифференциала приближенно вычислить:  

а)     б) 43tg  

 

Решение.  

а) Рассмотрим функцию ,  

 

Используем формулу для вычисления приближенных значений 

функции:  

 

y 

x 2 -2 0 

84  xy  

2

1

4

1
 xy  

42  xy  

 
Рисунок 2 

Created in Master PDF Editor - Demo Version
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Положим , тогда 3,013,1 х  

Значит, =1 

 

 

3

1

13

1

3

1
)(

33 2

0

0 
x

xf  

 

Подставляя найденные значения в формулу, получим: 

1,1
10

1
1

10

3

3

1
13,0

3

1
13.13   

 

б) 43tg .  
 

 В нашем случае  43; xtgxy . Положим  450x .  24543x . 

Для вычислений градусы переведем в радианы ;035,0x  

  1450  tgxf  

  ;
cos

1
2 x

xf     2

2

2

1

45cos

1
220 

















 xf  

Используем формулу для вычисления приближенных значений 

функции:  
  930,0070,01035,02143 tg  

 

Пример 3. Провести полное исследование функции y=f(x) и 

построить ее график:  

а)    б) 
1

2




х
у  

Решение. 

а)  

1) Функция определена при всех действительных значениях 

значит,  

2) Т.к. областью определения данной функции является вся 

числовая ось, то точек разрыва функции, а значит, и вертикальных 

асимптот, не существует. 

3) Определим, является ли данная функция четной или нечетной. 

 

Created in Master PDF Editor - Demo Version

Created in Master PDF Editor - Demo Version
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Из равенства видно, что т.е. функция 

не является ни четной, ни нечетной. 

4) Найдем интервалы монотонности функции и её экстремумы 

(если они существуют). 

Для этого первую производную приравняем к нулю и решим 

полученное уравнение  

 

 

 

 

 

 
Получили две критические точки, которые разбивают область 

определения на три интервала:  

Определим знак первой производной в каждом интервале: 

, значит, на 

этом интервале функция возрастает. 

 , значит, на этом 

интервале функция убывает. 

, значит, на этом 

интервале функция возрастает. 

 

 

 

 

При переходе через точку  производная  меняет знак с 

«+» на «-», значит, в этой точке функция имеет максимум, при 

переходе через точку  производная  меняет знак с «-» на 

«+», значит, в этой точке функция имеет минимум. Вычислим 

значения функции в найденных точках экстремума: 

 

 

y’ 

y x

x 

+ + - 

-2 6 
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Функция имеет две точки экстремума:  

 

 

5) Найдем интервалы выпуклости и вогнутости графика  функции 

и точки перегиба (если они существуют). 

Для этого вторую производную приравняем к нулю и решим 

полученное уравнение  

 
   

 
Получили одну критическую точку, которая разбивает числовую 

ось на два интервала:  

Определим знак второй производной в каждом интервале: 

, значит, на этом 

интервале график функции выпуклый. 

, значит, на этом 

интервале график функции вогнутый. 

 

 

 

 

 

При переходе через точку  производная  меняет знак с «-» 

на «+», значит, есть абсцисса точки перегиба графика 

функции. Вычислим ординату этой точки: 

 

Т.о.,  – точка перегиба графика функции. 

6)   Найдем наклонные асимптоты графика функции.  

Находятся они по формуле: где 

. 

+ - 

x 

y’’ 

y 2 
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 значит, наклонных асимптот 

данная функция не имеет. 

7) В прямоугольной  системе 

координат XOY отметим 

точки экстремума:  

, 

точку перегиба  и 

построим график данной 

функции (рис.3). 
 

б) 
1

2




х
у  

Решение. 
 

1)Областью определения 

данной функции являются все 

значения  для     

которых выполняется 

равенство                                                                    

  
Значит,   

2) Функция не определена при , значит,  есть точка 

разрыва. 

 Найдем односторонние пределы: 

 

 
 Прямая  является вертикальной асимптотой. 

3) Исследуем функцию на четность и нечетность. 

 
Из равенства видно, что т.е. функция 

не является ни четной, ни нечетной. 

4) Найдем интервалы монотонности функции и её экстремумы 

(если они существуют). 

Для этого первую производную приравняем к нулю и решим 

полученное уравнение  

B 

P 

-8 

-1 
0 

 6 

1 

13 

-1 
-2 x 

y 

 

 

 
2 

2 

 

. 

 

 

. 

. 

. А 

Рисунок 3 
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Дробь равна нулю, когда числитель равен нулю, но , значит, 

критических точек нет. 

Определим знак первой производной в каждом из интервалов 

области определения. Т.к. , а квадрат любого числа всегда 

число положительное, то дробь при любом  из области 

определения будет отрицательной. Значит, функция убывает на 

всей области определения,  экстремума она не имеет. 

 

 

 

 

 

5) Найдем интервалы выпуклости и вогнутости графика  функции 

и точки перегиба (если они существуют). 

Для этого вторую производную приравняем к нулю и решим 

полученное уравнение  

 
     Дробь равна нулю, когда числитель равен нулю, но , 

значит, критических точек нет. Определим знак второй 

производной в каждом из интервалов области определения:  

, значит, на этом 

интервале график функции выпуклый. 

, значит, на этом интервале 

график функции вогнутый. Несмотря на то, что при переходе 

через точку  вторая производная меняет свой знак, она не 

является точкой перегиба, т.к. не принадлежит области 

определения данной функции. Значит, точек перегиба график 

данной функции не имеет. 

 

 

 

-1 

- - 

x 

y’ 

y 

+ - 

-1 x 

y’’ 

y 

Created in Master PDF Editor - Demo Version

Created in Master PDF Editor - Demo Version



 28 

6)   Найдем наклонные асимптоты графика функции.  

Находятся они по формуле:  

где . 

 

 
Значит, прямая  (т.е. ось ОХ) есть горизонтальная асимптота. 

7)Найдем дополнительную точку A – точку пересечения графика 

функции и оси OY. Абсцисса этой точки равна 0, т.е. 

. В прямоугольной  системе координат 

XOY построим вертикальную асимптоту, отметим точку A(2;0) и, 

учитывая, что ось ОХ есть горизонтальная асимптота, построим 

график данной функции  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

                                            

Пример 4. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

xxxy 96 23  на отрезке [-1;2]. 

Решение. 

1. Область определения функции  x , значит на 

отрезке [-1;2] она непрерывна. 

2. Находим критические точки. 

-1 

y 

x 
-1 

 1 

1 

A 

0 

3 

 

Рисунок 4 
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3;1

034;09123;0

9123)96(

21

22

223







xx

xxxxy

xxxxxy

 

3.  х=3  не принадлежит отрезку [-1;2].  

4. 
4961)1(

218248)2(

16961)1(







y

y

y

 

5.  16)1( y - наименьшее значение функции на отрезке [-1;2] 

6.   4)1( y - наибольшее значение функции на отрезке [-1;2] 
 

Пример 5. Найти скорость и ускорение в указанный момент  

времени для точки движущейся прямолинейно, если движение точки 

задано уравнением  

  89 23  tttS   2t   

Решение. 

Механически   )(tVtS   -первая производная от пути по времени 

есть скорость точки  в данный момент, вторая производная  от 

пути по времени, есть ускорение в данный момент времени. 

  )()( tаtVtS   
 

)(tV 3)89( 23  tt tt 182   
 

)(tа )(tV  186)183( 2  ttt  
 

При 2t  )2(V = 2421823 2  ;       )2(а 61826   
 

 Пример 6. Среди цилиндров, полная поверхность которых равна 

6S  2м , найти цилиндр, имеющий наибольший объем.  

Решение.  

Пусть радиус основания цилиндра равен x ,а высота y . Тогда  

,22 2 xyxS    откуда 










 x

x

S

x

xS
y 




2

2

1

2

2 2

,  

то есть объем цилиндра может быть выражен следующим образом:  

32

2
2

2

1
xx

S
x

x

S
xV 


 








 . 

Исследуем полученную функцию на максимум при 0x . 

Имеем 03
2

2  x
S

dx

dv
  при 1

6

6

6








S
x . 
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Так  как при 1x  выполняется условие 06
2

2

 
xd

vd
, то объем имеет 

наибольшее значение. При этом    2
2

26

2

2














S
y , поэтому 

искомые значения радиуса основания и высоты цилиндра равны 

соответственно 1 и 2.  

 
 

Глава 3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ 

 

3.1 Вопросы самопроверки 
 

1.Сформулируйте определение первообразной. Основное 

свойство. 

2.Что называется неопределенным интегралом?  

Каков его геометрический ? 

3.Основные свойства неопределенного интеграла. 

4.Метод подстановки в неопределенном интеграле. 

5. Выведите формулу интегрирования по частям. Каким образом 

разбивается интеграл на части в зависимости от подынтегрального 

выражения? 

6. Каким действием можно проверить интегрирование? 

7. Сформулируйте определение определенного интеграла и 

укажите его геометрический смысл, экономический смысл. 

8. Перечислите основные свойства определенного интеграла. 

9. Напишите формулу Ньютона-Лейбница. 

10. Методы вычисления  определенного интеграла. 

11. Каким образом вычисляется площадь фигуры с помощью 

определенного интеграла. 

12. Дайте определение несобственного интеграла с бесконечными 

пределами интегрирования. Приведите примеры сходящихся и 

расходящихся интегралов. 
 

 

3.2 Задания для самостоятельного решения 
 

Контрольная работа  по теме 

 «Неопределенный интеграл» 
 

 

Вычислить неопределенные интегралы: 
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В-1.  

1)  dxxx  37 67 ;     2) 
6/cos2 x

dx ;       3) 
1 ln x

dx
x



  

4) 
 3

2

32 x

dxx
 ;    5)   xdxx ln2 4

;    6) dx
xx

x






108

103
2

. 

 

В-2. 

 1)  dxxx  25 67 ;   2) 
x

dx

6sin2
;   3)

2

6

x dx

x 4  

4) 
 22 x

dxx
;      5)   xdxx 8sin2 ;        6) dx

xx

x






106

109
2 . 

В-3.  

1) dx
x

x 







 2

2
3

4

5
; 2) 

122x

dx
;       3)  x

xdx

6sin

6cos
2  

4)   dxxx 32 2 ;    5) 
 dxex x3

;    6) dx
xx

x






54

37
2

. 

В-4.  

1) dx
x

x 







 7

5
2

4

3
;  2)

 216 x

dx
;       3)

4

x dx

x 1  

    4) 
 4

3
5

4

x

dxx
;         5)   dxex x3 ;        6) 

  
dx

xx

x
 



31

2
. 

В-5. 

 1) dx
xx

x 









86

8 24
3 ;   2)  xdxctg7 ;  3)  

 
3 2

dx

arcsin x 1 x  

4) 
15 4

3

x

dxx
;         5)   dx

x
x

3
sin3 ;   6) dx

xx

x






52

25
2

. 

В-6.  

1) dx
xx

x 









75

7 24
2 ;     2)  x

dx

8sin2 ;    3) 
2

3

2x dx

8x 7  

4) 
xx

dx

ln
;            5)   dxex

x

22 ;            6) dx
xx

x
 



136

37
2 . 
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В-7. 

 1) dxx
х

x 







 2

3

5 6
7

; 2) 
x

dx

6sin2
;       3) 

2

3

2x dx

8x 7  

4) 
 22 x

dxx
;      5)   xdxx 8sin2 ;        6) dx

xx

x






106

109
2 . 

В-8.  

1) dx
x

x 







 2

2
3

4

5
; 2) 

122x

dx
;       3) 

arctg x

2

2
dx

1 x  

4)   dxxx 32 2 ;    5) 
 dxex x3

;           6) dx
xx

x






54

37
2

. 

В-9.  

1)  dxxx  1067
; 2)

 236 x

dx
;       3)  

25

cos x dx

sin x  

4)

 



32 3x

dxx
;          5)   xdxx ln3 2

;          6) 
  




dx

xx

x

52

3
2 . 

В-10. 

 1) dx
xx

x 









86

8 24
3 ;     2)  xdxctg7 ;   3) 

2 ln x
dx

x



  

4) 
15 4

3

x

dxx
;         5)   dx

x
x

3
sin3 ;   6) dx

xx

x






52

25
2

. 

В-11. 

 1) dx
x

xx


 42
;    2)   х

dx

92
;     3)

23

sin x dx

cos x  

4)   xdxx2

8 ;         5)   dx
х

x
7

sin3 ;     6) dx
xx

x






84

23
2

. 

 
В-12. 

 1) dx
x

xx



2

2 28
; 2)

122x

dx
;       3) 

arctg x

2

2
dx

1 x  

4) 
x

dx
e

tgx

2cos
;     5)   xdxx 18cos9 ;        6) dx

xx

x






106

38
2 . 
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В-13.  

1) dx
хx

x 









5

5 4

9

1
; 2)   dxx )15cos( ;     3) 

 2)29( x

dx
 

4) 

 



223

3

x

dxx
;        5)   dxx x46 ;         6) 

  
dx

xx

x






31

2
2

. 

В-14.  

1) dxх
x

x 







 4

2

4 5
8

2 ; 2)   dxx )83cos( ;    3) 
2 ln x

dx
x



  

4) 

 



2251 x

dxx ;       5)   xdxx sin8 ;       6) dx
xx

x
 


3

15
 

 

В-15.  

1)  dxxx  7/18 32
; 2)

 29 x

dx
;   3) 

 


2271 x

dxx
 

4) 

 



23

2

21 x

dxx
;         5)   dxx x87 ;         6) dx

xx

x
 



84

1̀4
2 . 

В-16. 

 1) dx
x

xxex


 74 ;     2)   dxx )13sin( ;    3)   xdxx cossin 4

 

4) 
 2

4 3

1 x

dxarctg
;    5) 

 dxex x3)54( ;   6)
 
 


dx

xx

xxx

54

134
2

23

. 

 

В-17. 

  1) dx
x

xxx


 543 2

;    2) 
 236 x

dx
;    3) 

 
 xx

dx

ln2
; 

4)   dxxx 3cossin ;   5)   xdxx 4sin)52( ;  6)
 
 


dx

xx

xxx

32

2
2

23

. 

 В-18. 

            1) dx
x

xxtgx


 33
; 2)   dxx )17sin( ;        3) 

 x

x

e

dxe

31

; 
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4) 
x

dxtgx

2cos

2
;    5)   xdxx 6cos)18( ;   6)

 
 


dx

xx

xxx

2712

271411
2

23

. 

В-19.  

1) dx
x

xхx


 cos4
;    2)  

 29 x

dx
 ;         3) 

 72 2x

хdx
; 

4) 
 x

x

e

dxe
24

;        5)  xdx2arcsin ;        6)
 
 


dx

xx

xxx

2610

263811
2

23

. 

В-20.  

1) dx
x

хx


 35
; 2) 

 236 x

dx
     3) 

 x

x

e

dxe

31
; 

4) 


x

dxtgx
2

3

cos

)51(
;     5)  xdxarctg2 ;     6)

 
 


dx

xx

xxx

208

399405
2

23

. 

 

Дополнительные задачи*. 

Найти неопределенные интегралы: 

а) dx
x

exx x




4

43 35
;    б) 

 

Решение типовых примеров. 
 

Пример 1.  

Найти следующие неопределенные интегралы: 

а)  

 

 

 

 

 

 

 

б)  


Cx
x

dx
)54ln(

5

1

54
. 

 

Пример 2.  

Найти неопределенные интегралы: 

 

CxxxCx
xx

dxdxdxxdxxdxx
x

xx

xx











  



63ln/35
3

8

6

5
63ln/35

2

3

4

6

5

63546354
1

36 5
2

3

6

5

2

1

6

1

6
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)а  
   















 C

x
C

u
dtu

u

du

du
x

dx
ux

xx

dx
2

2
3

33 )ln1(2

1

2

ln1

)ln1(

 

 

)б  CxCu
u

du

du
dxx

dudxx

ux

x

dxx











 52ln
6

1
ln

6

1

6

1

6

6

52

52

3

2

2

3

3

2
 

)в  
 





 CeCe
du

edudx

du

x

dx
x

uxtg

dx
x

e xtguu
xtg

3

2

22

3

3

1

3

1

3

33cos

3cos

3

3

3cos

 

 

г)  




































CxarctgxCarctgtt
t

dt
dt

t

dt

dt
t

t
dt

t

t

t

dtt

tdtdx

tx

tx

dx
x

x

2222
1

22
1

2

1

1
2

1

1)1(
2

1
2

2
1

22

2

2

2

2

2

2
2

 

 

д) 
CxxxCxxxxdx

xx
xxdxvdxdu

xdxdvxu
xdxx






















2cos
4

1
2cos

2

1
2sin

2

1

2

1
2cos

2

1
2cos

2

1

2cos
2

1

2cos
2

1
2sin

2sin
2sin

 

е)

C
x

x
x

C
x

x
x

dxxx
x

x

dxx
x

x
x

dxxv
x

dx
du

dxxdvxu
xdxx
















16
ln

444

1
ln

44

1
ln

4

4
ln

4
4

ln
ln

4444
3

4

44
4

3

3

3

 

ж)  
    11 2xx

xdx
 

Разложим подынтегральную дробь на сумму простейших 

                               
   1111 22 







 x

CBx

x

A

xx

x
. 

Освобождаемся от знаменателя: 
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                                      112  xCBxxAx . 

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях 

                    

.;0

;1

;0

0

2

CACA

CB

BABA

x

x

x







 

Отсюда 
2

1
,

2

1
,

2

1
 CBA . Таким образом, 

     

















 12

1

12

1

12

1

12

1

1

1

2

1

11 22222 x

dx

x

dx

x

xdx

x

dx
dx

x

x
dx

xx

x
 

В первом интеграле используем метод подстановки. 

Пусть tx 12 , тогда dtxdx 2  или 
x

dt
dx

2
 . 

Производим замену переменной: 

  


cxct
t

dt

x

dt

t

x

x

xdx
1ln

2

1
ln

2

1

2

1

21

2

2
. 

Второй и третий интегралы вычисляем по формулам: 

               


c
a

x
arctg

axa

dx 1
22

;                    


cbax
abax

dx
ln

1
. 

Окончательно заданный интеграл равен: 

   


cxarctgxx
xx

xdx
1ln

2

1

2

1
1ln

4

1

11

2

2
. 

з) 



dx

xx

x

84

13
2

. 

Преобразуем, знаменатель дроби, стоящей под знаком интеграла 

следующим образом: 

  2222 2244484  xxxxx . 

Тогда после подстановки 2 xt  получаем 

 

 
    




















4ln

2

3

2

5

2

3

2

53

2

123

22

13 2

2222222222
t

t

dt
dt

t

t
dt

t

t
dt

t

t
dx

x

x
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c
x

arctgxx

c
x

arctgxc
t

arctg











2

2

2

5
84ln

2

3

2

2

2

5
42ln

2

3

22

5

2

2

. 

При вычислении первого интеграла использовали замену переменной 

42  tz , тогда tdtdz 2 , 

 откуда     





ct
z

dz

t

tdt

t

tdt
4ln

2

3

2

3

4

2

2

3

4

3 2

22
. 

Типовой расчет №2  по теме «Определенный интеграл» 

Задание № 1.  

В задачах №1-10 (а) - вычислить определенный интеграл  по 

формуле Ньютона-Лейбница и построить соответствующую 

данному интегралу криволинейную трапецию. 

(б) - вычислить определенный интеграл  методом замены 

переменной. 
1 

а) 
3

0

3xdx ; 

б) 


8

3
1 x

xdx
. 

6 

а)  
4

0

)12( dxx ; 

б)


4

0
)15(5 xx

dx . 

2 

а)  
6

0

)3( dxx ; 

б) 


3

1
2x

xdx
. 

7 

а)  
3

0

)42( dxx ; 

б)


5

0
)29(9 xx

dx  

3 

а) 
4

0

2xdx ; 

б) 


3

0
1x

xdx
. 

8 

а) 



0

1

)32( dxx ; 

б) 


6

1
93x

dx
. 

4 

а)  
4

2

)4( dxx ; 

9 

а)  
6

2

)7( dxx ; 
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б) 


3

1
)11(1 xx

dx
. б) 



8

3
41x

dx
. 

5 

а)  
2

0

)32( dxx ; 

б) 


5

0
)34(4 xx

dx
 

10 
а)  

3

0

2 )3( dxx ; 

б) 


1

0
1612x

dx . 

 

Задание №2.  

В задачах №11-20 вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями.  
11 43 2  xy  

103  xy  

16 1892  xxy  

xy 28   

 
12 22  xy  

4 xy  

 

17 1272  xxy  

62  xy  

13 22  xy  

23  xy  

 

18 23xy   

42  xy  

14 32  xy  

64  xy  

 

19 1492  xxy  

42  xy  

15  342  xxy  

1 xy  

 

20 23 2  xy  

83  xy  

 
 

Задание № 3.  

В задачах №21-30  вычислить несобственный интеграл. 
21 




0
2)7(x

dx  
26 








0
5

4

1 x

dxx  

22 


 

0

3)3(x

dx  

 

27 

 







3
32 4x

dxx  
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23 


 

2

42x

dx  

 

28 








0
2 1x

dxarctgx  

24 






0

3ln

x

dxx  

 

29 




2
2 1

2

x

xdx
 

25 








0
2 1x

dxx  
30 





0

5)4(x

dx
 

 

Задание №4.  Решить задачу. 
 

31.Скорость тела, движущегося прямолинейно, выражается 

формулой v=(2+t) м/с. Найдите расстояние, пройденное между 

моментами t=2c, t=5c. 

32.Скорость движения точки изменяется по закону v=(3t2+2t-1) м/с, 

найдите путь, пройденный точкой за 10 с от начала движения. 

33.Скорость точки меняется по закону v=(2t2+3t-1) м/с. Найдите 

путь, пройденный точкой за 9с после начала движения. 

34.Скорость тела, движущегося прямолинейно, выражается 

формулой v=(2t2+t) м/с. Найдите расстояние, пройденное между 

моментами t=1c, t=3c. 

35.Скорость тела, движущегося прямолинейно, выражается 

формулой v=(3t2+2t) м/с. Найдите расстояние, пройденное между 

моментами t=1c, t=2c. 

36.Скорость точки меняется по закону v=(2t2+5t-2) м/с. Найдите 

путь, пройденный точкой за 6с после начала движения. 

37.Cкорость движения точки v=(12t-3t2) м/с. Найдите путь, 

пройденный точкой от начала движения до полной остановки. 

38.Cкорость движения точки v=(18t-3t2) м/с. Найдите путь, 

пройденный точкой от начала движения до полной остановки. 

39.Cкорость движения точки v=(9t2-8t) м/с. Найдите путь, 

пройденный точкой от начала движения до полной остановки. 

40.Cкорость движения точки v=(2t+3t-2) м/с. Найдите ее путь за 

вторую секунду.  
 

Задание № 5.  Решить задачу 
 

41.Пружина растягивается на 0,02 м под действием силы 60 Н. 

какую работу производит эта сила, растягивая пружину на 0,12 м? 
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42.Под действием силы 80 Н пружина растягивается на 0,02 м. 

первоначальная длина пружины равна 0,15м. Какую работу надо 

совершить, чтобы растянуть ее до 0,2 м? 

43.Вычислите работу, произведенную при сжатии пружины на 0,06 

м, если для сжатия ее на 0,01м нужна сила 10Н. 

44.Вычислите работу, произведенную при сжатии пружины на 0,1 м, 

если для сжатия ее на 0,04м нужна сила 20Н. 

45.Пружина в спокойном состоянии имеет длину 0,1 м. Сила в 20Н 

растягивает ее на 0,01 м. Какую работу надо совершить, чтобы 

растянуть ее до 0,14м? 

46.Пружина в спокойном состоянии имеет длину 0,2 м. Сила в 50 Н 

растягивает ее на 0,01 м. Какую работу надо совершить, чтобы 

растянуть ее до 0,32м? 

47.Два тела начали двигаться одновременно из одной точки в одном 

направлении по прямой. Первое тело движется со скоростью 

v=(6t2+2t) м/с, второе – со скоростью v=(4t+5) м/с. На каком 

расстоянии друг от друга они окажутся через 5с? 

48.Два тела начали двигаться одновременно из одной точки в одном 

направлении по прямой. Первое тело движется со скоростью v=(6t2-

10) м/с, второе – со скоростью v=(3t2) м/с. На каком расстоянии друг 

от друга они окажутся через 10с? 

49.Пружина в спокойном состоянии имеет длину 0,2 м. Сила в 50 Н 

растягивает ее на 0,01 м. Какую работу надо совершить, чтобы 

растянуть ее от 0,22 м до 0,32м? 

50.Пружина в спокойном состоянии имеет длину 0,1 м. Сила в 20 Н 

растягивает ее на 0,01 м. Какую работу надо совершить, чтобы 

растянуть ее от 0,12 м до 0,14м? 

 

 Решение типовых примеров. 

Пример 1. Вычислить определенный 

интеграл 



2

1

2 )1( dxx  по формуле 

Ньютона-Лейбница и построить 

соответствующую данному 

интегралу криволинейную 

трапецию. 

Решение. 

    Для вычисления определенного 

y 

x

c 
0 -1 2 

A 

B 

C 

D 

Рисунок 5 

..6 едквSABCD   

Created in Master PDF Editor - Demo Version

Created in Master PDF Editor - Demo Version



 41 

интеграла применим формулу Ньютона-Лейбница, получим: 

 
6))1(

3

1
()2

3

2
(

1

2
)

3
()1(

332

1

3
2 









x
x

dxx      

Геометрически определенный интеграл   представляет площадь 

фигуры, ограниченной сверху графиком подынтегральной 

функции 1)( 2  xxf , снизу осью Ox, слева прямой x=-1 и 

справа прямой x=2  

     

Построим фигуру (рис.5), для этого найдем точки пересечения 

линий: 

)2;1(2
1

12









Ay

x

xy ; )5;2(5
2

12

By
x

xy








 . 

 

Пример 2. 

Два тела движутся по прямой из одной и той же точки: Первое тело 

движется со скоростью  ttV 63 2   м/с, второе тело со скоростью 

 2010  tV  м/с. В какой момент и на каком расстоянии от начальной 

точки произойдет встреча? 

Решение. 

В условии задачи дано, что тела начали двигаться из одной и той же 

точки, поэтому их пути до встречи будут равны. Найдем уравнение 

пути каждого их тел:    232

1 363 ttdtttS   ;    ttdttS 2052010 2

2   . 

Постоянные интегрирования при начальных условиях 0,0  St  

равны нулю. Встреча этих тел произойдет при условии 21 SS   

откуда tttt 2053 223   или 0208 23  ttt . 

 Решим это уравнение:   02082  ttt , откуда 10;2;0 321  ttt .  

В момент ct 10  произойдет встреча этих тел после начала движения. 

Путь, пройденный каждым из тел, найдем из уравнения пути: 

70010310 23

12  SS (м). 

Пример 3. 

Сжатие х винтовой пружины пропорционально приложенной силе F. 

Вычислить работу силы F при сжатии пружины на 0,04 м, если для 

сжатия её на 0,01 м нужна сила 10 Н. 

Решение. 

Так как х=0,01 м при F=10 Н, то подставляя эти значения в закон 
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Гука kxF  , получим 01,010  k , откуда 1000k  Н/м. Подставив 

найденное значение k  в формулу закона Гука, находим xF 1000 , т.е. 

  xxf 1000 . Взяв пределы интегрирования от 0 до 0,04 вычислим 

работу:  

 

04.0

0

2

8,0
0

04,0

2
10001000

x
xdxA  (Дж).  

Пример 4. 

Для растяжения пружины на 0,04 м необходимо совершить работу 

20 Дж. На какую длину можно растянуть пружину, совершив работу 

80 Дж?  

Решение. 
 

По длине растяжения пружины на 0,04 м и совершенной работе 20 

Дж найдем k, :  

 

04.0

0

2

,0008,0
2

0016,0

0

04,0

2
20 kk

x
kkxdx откуда 250000008,0:20 k  (Н/м). 

Пусть 1х - величина растяжения пружины, соответствующая 

произведенной при этом работе в 80 Дж. Тогда  

 
1

0

2

1

1
2

12500
02

250002500080

х

х
хx

xdx , откуда 
2500

16

12500

802

1 x ;  

08,0
50

4
1 x  (м). 

Пример 5. Вычислить определенный интеграл  
5

0

13 dxxx  

методом замены переменной. 
 

Решение. 


















4

1

2
2

2

5

0

3

2

3

1

45;10
3

2

3

1

1313

13
tdtt

t

txtx

tdtdx
t

x

txtx

dxxx  

  8,40
15

2754

9

2

3

1

5

1

3

4

5

4

9

2

1

4

359

2

9

2 354

1

35
24 





























 

tt
dttt  

 

Пример 6. 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:  
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3 
B 

A 
  12 

 

6 

3 0 -6 

S 
2

3

1
xy   

y=-x+6 

x 

 

y 

 

 Рисунок 6 

6;
3

1 2  xyxy  

Решение. 

Построим чертеж участка, найдём точки пересечения  линий. 

Решим систему: 

 





































































3
2

93

6
2

93

3

1

0183

3

1

6
3

1

3

1

6

3

1

2

1

2

2

2

2

2
2

x

x

xy

xx

xy

xx

xy

xy

xy

 

Точки пересечения линий: A(-6; 12); B(3;3) 

Участок представляет собой фигуру АОВ, ограниченную сверху 

прямой 6)(1  xxf , снизу параболой 
2

2
3

1
)( хxf   (рис.6). 

 

  















 


6

3

33

1
6

23

1
6

323

6

2 x
x

x
dxxxSAOB

 

 














 















 243618()3185,4(

9

6
36

2

36

3

3
18

2

9
3

2

3

.).(5,40305,10 едкв

  

Пример 7. 

Найти объем тела, 

образованного вокруг оси OX 

фигуры, расположенной в 

первом квадранте и 

ограниченной параболой 28xy  , 

прямой 146  xy  и осью OX. 
 

Решение. 

Для решения указанной задачи построим чертеж. Найдем абсциссу 

точки пересечения параболы и прямой в первом квадранте. 
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x 

y 

0 1 7/3 

8 

y=-6x+14 

28xy   

А 

В С 

 Рисунок  7 

Для этого решим систему уравнений 



















1

4/7
07341468

146

8

2

122

2

x

x
xxxx

xy

xy

 

Первому квадранту соответствует корень 

 81 22 yx  А(1;8)- точка пересечения 

прямой и параболы в первом квадранте. 

 

Найдем абсциссу точки пересечения прямой с 

осью OX, решив уравнение -6x+14=0, откуда 

x=7/3. Чертеж на рисунке 7. 

Воспользуемся формулой: 

                                              
b

a
OX dxyV 2

. 

Искомый объем равен сумме двух объемов, образованных 

вращением криволинейных трапеции: ОАС при 10  x ;САВ при 

3/71  x  вокруг оси OX. 

                               
1

0

3/7

1

222 1468 dxxdxxVVV СABOAС  . 

Для вычисления второго интеграла воспользуемся подстановкой: 











0

8

6

1
6146

2

1

t

t
dtdxdxdtxt  - пределы интегрирования. 

  
























1

0 8

03

0

150

8

24 ..
45

1856

9

256

5

64

365
64

6

1
64 едкуб

tx
dttdxxV




 

Пример 8.  Вычислить несобственные интегралы: 

а) 




0

5 dxe x ; б) 





2

2x

dx
; в) 



3
2ln xx

dx . 

Решение. 
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  сходитсяинтегралныйнесобственe

ee
b

edxedxea b

b

b
x

b

x

b

x
























5

1
)10(

5

1
1

5

1

5

1

05

1
) 05

0

55

0

5
limlimlim  

 

Замечание: 0e , т.к. 0
11









e
e . 

 

.5lnln5ln

7ln5ln
2

)7ln(
77

)
2 2 lim

limlim

расходитсяинтегралныйнесобствен

a

a
x

x

dx

x

dx
б

a

a
aa












 









 

)в  В заданном интеграле применяем подстановку в определенном 

интеграле. 

Пусть tx ln , тогда dt
x

dx
 , если x=3, то t=ln3; x , то 

t , получим: 

3ln

1

3ln

111

ln
limlimlim

3ln3ln
2

3ln
2

3
2




















 




btt

dt

t

dt

xx

dx

b

bb

bb

, 

т.к. при b  0
1


b
 - интеграл сходится 

 

Глава 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 
 

 4.1 Вопросы для самопроверки. 
 

1. Какое уравнение называется дифференциальным?  

Порядок дифференциального уравнения. 

2. Что называется решением дифференциального уравнения? 

Какое решение дифференциального уравнения называется общим? 

Частным? 

3. Сформулируйте задачу Коши для дифференциального 

уравнения первого порядка? 

4. Дайте определение дифференциального уравнения с 

разделяющимися переменными. Изложите метод нахождения его 

общего решения. 

5. Что называется дифференциальным уравнением второго 

порядка? Что называется его общим и частным решением? 
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6. Виды уравнений, допускающие понижения порядка. Методы 

их решения. 

7. Дайте определение линейного дифференциального уравнения 

первого порядка. Изложите метод нахождения его общего 

решения. 

8. Какова структура общего решения линейного однородного 

дифференциального уравнения второго порядка.  

9. Каким образом составляется характеристическое уравнение 

линейного однородного дифференциального уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами и как оно составляется? 

Структура  общего решения этого уравнения в зависимости от 

корней характеристического уравнения. 

10. Какова структура общего решения линейного 

неоднородного дифференциального уравнения второго порядка.  

11. Каким образом находится частное решение линейного 

неоднородного дифференциального уравнения второго порядка с 

постоянными коэффициентами для правых частей в виде функции:  

)()( xPexf n
x  в зависимости от значения  и корней 

характеристического уравнения. 

 

4.2. Задания для самостоятельного решения. 
 

Контрольная работа № 4  по теме «Дифференциальные 

уравнения» 
 

Задание№1. Найти:  

а) общее решение (общий интеграл) дифференциального 

уравнения первого порядка с разделяющимися переменными; 

б) частное решение линейного дифференциального уравнения 

первого порядка, удовлетворяющее начальным условиям 

00)( yxy  . 

Задание№2. Найти:  

а) общее решение дифференциального уравнения второго порядка, 

допускающего понижения порядка; 

б) частное решение линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами, 

удовлетворяющее начальным условиям 00)( yxy  , 


 00 )( yxy ; 

в) общее решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами. 
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№ 

вар. 

 

Номера заданий 

1 2 

1. а) ydxxdy  ; 

б) 
x

ytgxy
cos

1
  

0)0( y  

в) 0
2

1  y
х

у
 

а) 32  xy  

б) 044  yyy ; 

1)0( y , 3)0( y  

в) xyyy  23  

2. а) ydxdyx  )1( ; 

б) xyyx   

1)1( y  

в) 0
2

1  y
х

у
 

a) 24 3  xy  

б) 065  yyy ; 

6)0( y , 3)0( y  

в) 24  xyy  

3. а) dxydyx )1()2(  ; 

б) 
xeyy  ; 0)0( y  

в) 
x

y
yух ln3   

 

а) 15 3  xy  

б) 032  yyy ; 

0)0( y , 2)0( y  

в) xeyy   

4. а) ydxdyx 22  ; 

б) 
32

x
x

y
y  ; 0)0( y  

в) y

x

x

y
y

4
  

а) 76 2  xy  

б) 082  yyy ; 

0)0( y , 5)0( y  

в) 1 xyy  

5. а) dxydyx )1()1( 22  ; 

б) 
x

ytgxy
cos

9
  

0)0( y  

в) )ln1(
х

у
yyx   

а) 43 2  xy  

б) 0 yy ; 

0)0( y , 4)0( y  

в) xyyy 22   

 

 

6. а) dxydyx )1(3  ; 

б) 
xeyy   

а) xxy  22  

б) 09  yy ; 
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1)0( y  

в) 0
2

1  y
х

у
 

1)0( y , 3)0( y  

в) xyyy 42   

7. а) dxydyx )12()1( 2  ; 

б) xx
x

y
y 43   

6)0( y  

в) 
0ln 

x

y
yух  

а) xxy 22   

б) 06  yy ; 

0)0( y , 1)0( y  

в) xyyy 544   

8. а) dxydyx 2)3(  ; 

б) xexyy sincos   

3)0( y  

в) 
022  хуyух  

а) 123 2  xxy  

б) 065  yyy ; 

1)0( y , 1)0( y  

в) xeyy 22   

9. а) dxydyx 22 11  ; 

б) 12  xyyx  

0)1( y  

в) 
0)(  ухуух  

а)
 

39 2  xxy  

б) 052  yyy ; 

1)0( y , 4)0( y  

в) 29  xyy  

10. а) dxytgxdy  ; 

б) 
42 xyyx   

1)1( y  

в) 
0 х

у

хyух   

а) 19 23  xxy  

б) 0 yy ; 

2)0( y , 7)0( y  

в) xeyyy 56   

11. а) 3)1(  yyx ; 

б) xex
x

y
y  22

 

0)1( y  

в) 
х

у

хyух   

а) 123 24  xxxy  

б) 032  yyy ; 

0)0( y , 1)0( y  

в) 16  xyy  

12. а) tgxyy 2 ; 

б) xx
x

y
y 2sin

5 5   

2)0( y  

а) 19 23  xxy  

б) 0107  yyy ; 

2)0( y , 1)0( y  

в) xeyy 325   
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в) у

х

х

у
у

3
  

 

13. а) 1)1(  yyx ; 

б) 
xexyy cossin   

0)
2

( 


y  

в) 
хуyух  22

 

 

а) 52 34  xxy  

б) 02  yyy ; 

0)0( y , 5)0( y  

в) xeyy 27   

14.  а) 4)1( 2  yyx ; 

б) 
2

sin2 xexxyy   

2)0( y  

в) 
0)(  ууух  

 

a) 125 34  xxy  

б) 0168  yyy ; 

1)0( y , 0)0( y  

в) xeyy 35    

15. а) xyyx sincos  ; 

б) xx
x

y
y cos  

5)0( y  

в) x

y
хуух sin  

а) 12
2

1 3  xxy  

б) 067  yyy ; 

2)0( y , 0)0( y  

в) xyyy 265   

16. а) xyyx  )1( 2 ; 

б) 23  xyyx  

2)2( y  

в) 
04

2

2


x

y
у

x

y
 

а) 125 2  xy  

б) 0 yy ; 

2)0( y , 0)0( y  

в) 1334  xyyy  

17. а) 33  yye x
; 

б) 
545 xeyxy   

7)0( y  

 

в) 
хуyух  22

 

а) xxxy 2sin23 2   

б) 06  yy ; 

1)0( y , 0)0( y  

в) xeyyy 496   

18. а) yyx  54
; а) 5cos34 3  xxxy  

б) 052  yyy ; 
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б) xx
x

y
y sin

3 3  ; 

8)
2

( 


y
 

в) 
хуyух 222   

4)0( y , 1)0( y  

в) xyy 49   

19. а) 12cos2  yyx ; 

б) 
x

ytgxy
2cos

1
  

0)0( y  

в) 
233 хуyух   

a) 
2

1
5sin54 4  xxy  

б) 02510  yyy ; 

1)0( y , 1)0( y  

в) xyy  416  

20. а) yyxy 23 ; 

б) 
2

22 xxexyy   

0)0( y  

в) 
322 ухуху   

а) 62cos22 3  xxxy  

б) 0103  yyy ; 

2)0( y , 0)0( y  

в) xeyy 64   

 
 

Решение типовых примеров 

Пример 1.  

Найти общее решение дифференциального уравнения 

dyeydx x22cos  . 

Решение. 

Разделим обе части на 
xye 22cos 

, получим: 
y

dy

e

dx
x 22 cos



. 

Проинтегрируем обе части уравнения: 
y

dy
dxe x

2

2

cos
  , 

получим ctgye x 2

2

1
 - общий интеграл. 

 

Пример 2.  

 Найти частное решение уравнения 0
1

2



 y

x
y  при заданных 

начальных условиях 1)3( y . 

Решение. 
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 0
1

2
y

x
y y

x
y

1

2


 , выразим производную через 

дифференциалы переменных 
dx

dy
y   и умножим обе части 

уравнения на dx , получим; 

ydx
x

dy
1

2


 , далее разделим переменные: dx

xy

dy

1

2


 . 

Интегрируем обе части: cxydx
xy

dy
ln1ln2ln

1

2



 , 

для упрощенного представления общего решения постоянную С 

выразили через cln . Применяя свойства логарифмов упростим 

полученную функцию  

  cxyсxy 
22

1)1ln(ln  - общее решение. 

Найдем частное решение, для этого подставим в общее решение 

начальные условия 1)3( y , получим:  
16

1
131

2
 сc . 

Поставляя полученное значение С в общее решение, найдем 

 21
16

1
 xy - частное решение. 

 

 Пример 3. Найти общее решение (общий интеграл)  линейного 

дифференциального уравнения первого порядка. 

x
yctgxy

sin

1
 . 

Решение. 

Данное уравнение является линейным уравнением первого 

порядка, т.е. уравнением вида:    xQyxPy                

Для решений уравнений положим:  vuy  , где u, v – 

независимые функции от x, vuvuy  . Подставляем y  и y  в 

данное уравнение в нашем случае будем иметь: 

x
ctgxuvvuvu

sin

1
  или  

x
vuvuctgxu

sin

1
  

Created in Master PDF Editor - Demo Version

Created in Master PDF Editor - Demo Version



 52 

Подберем функцию  xuu   так, чтобы выражение в скобке, 

обращалось в нуль. Для нахождения функций  xu  и 

 xv получим систему: 

 2
sin

1

)1(0

x
vu

uctgxu





 

Из уравнения (1) системы определяем функцию  xu , имеем 

дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными: 

xuxu

dx
x

x

u

du
dxctgx

u

du
ctgxu

dx

du
uctgxu

sinsinlnln

sin

cos
0



  

Для определения функции  xv , найденное значение функции 

 xu  подставляем в  уравнение(2) системы, получим:  

x
vx

sin

1
sin    cctgxv

x
v 

2sin

1
 

Записываем общее решение данного уравнения в виде  vuy   

или  cctgxxy  sin  







 c

x

x
xy

sin

cos
sin  

xcxy sincos   - общее решение. 

 

Пример 4. Найти  общее решение уравнения 132  xxy  

Решение. Последовательно интегрируя два раза данное уравнение, 

получим: 

 1

23
2

2
3

3
)13( cx

xx
dxxxy    

  21

234

1

23

2212
)

2
3

3
( cxc

xxx
dxcx

xx
y    

 

Пример 5.    

 Решить  дифференциальные уравнения второго порядка:                

  yxyx  23 31  

Решение. 

    Данное дифференциальное уравнение допускает понижение 
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порядка, не содержит явно функцию y. 

              Положим py  , тогда 
dx

dp
py   и уравнение примет вид 

                                   px
dx

dp
x  23 31   

    Получили уравнение первого порядка с разделяющимися 

переменными, разделим переменные и проинтегрируем обе части 

                                           dx
x

x

p

dp

1

3
3

2


 , 

                                        dx
x

x

p

dp

1

3
3

2


  , 

                                                          1

3 ln1lnln cxp  , 

где интеграл, стоящий в правой части решаем подстановкой 13  xt  

 и приводим к табличному ct
t

dt
 ln . 

 Применяя свойство логарифма, получим:  

                            1)1(lnln 3

11

3  xcpсxp . 

Возвращаясь к подстановке, получим: 

                          dxxcdydxxcdyxcy 111 3

1

3

1

3

1 , 

тогда 







 2

4

1
4

cx
x

cy  - общее решение. 

Пример  6. 

а)  Найти общее решение уравнения 086  yyy . 

Решение. 

Составим характеристическое уравнение 0862  kk , которое 

имеет два различных действительных корня 

.2

;4

2

26

2

32366

2

1
2,1












k

k
k  

        Тогда по таблице 3 (пункт 1), общее решение исходного 

уравнения этого дифференциального уравнения запишется в виде: 
xx eCeCy 4

2
2

1  . 
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б) Найти частное решение уравнения 0168  yyy  при 

начальных условиях 2)0( y , 5)0( y . 

Решение. 

Характеристическое уравнение 01682  kk  имеет два равных 

действительных корня 44
2

64648
212,1 


 kkk , 

поэтому общее решение имеет вид:  xCCey x
21

4  . 

Для нахождения частного решения, найдем производную общего 

решения 

)44(44 221
44

2
4

2
4

1 xCCCexeCeСeСy xxxx  . 

Подставляя начальные условия  2)0( y , 5)0( y  в выражения 

для y и y , получим систему уравнений относительно 
1С  и 

2С :


























3

2

54

2

)044(5

02

2

1

21

1

221

0

0

2

0

1

C

C

CC

C

CCCe

eCeÑ
.  

Подставим решения системы в общее решение: 

)32(4 xey x  - частное решение. 

в) Найти общее решение уравнения 05014  yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

050142  kk . Решая квадратное уравнение, получим 

04200196 D , следовательно, оно имеет два комплексных 

сопряженных корня : 
ik

iki
k









7

7

2

414

2

1
2

2,1
 ,  

где i – мнимая единица, 1,7,12  i . 

Тогда общее решение уравнения имеет вид: 

)sincos( 21
7 xCxCey x  . 

 

Пример 7.   

Найти общее решение линейных неоднородных уравнений: 

а) 723612  xyyy ;      б) xeyyy 3106  . 

Решение. 

а) 723612  xyyy  

        Общее решение линейного неоднородного уравнения имеет 

вид: yyY  , где  

y - общее решение соответствующего линейного однородного; 
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y  - частное решение линейного неоднородного. 

1. Найдем y  - общее решение уравнения однородного уравнения 

03612  yyy , для этого составим характеристическое 

уравнение:  036122 kk  60 21  kkD . 

    Корни действительные равные, следовательно общее решение 

линейного однородного уравнения  имеет вид: )( 21
6 xССey x   . 

2.Найдем y  по виду правой части уравнения, используя таблицу 4. 

В нашем примере 72)(  xxf ,  при этом 0 - не является 

корнем характеристического уравнения  21 kk  , тогда, 

частное решение y  будем искать в виде:   x

n exQxy  , 

получим многочлен: BAxy  . 

 

   Найдем yи y  Ay  и 0y .  

Подставим полученные выражения для  y , y , y   в исходное 

уравнение 723612  xyyy , получим: 

7236361272)(36120  xBAxAxBAxA . 

       Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 

переменной x. В результате получим систему уравнении, 

относительно A и B: 






















108

23
18

1

73612

236

B

A

BA

A . Подставим полученные значения в 

частное решение BAxy  , в результате получим: 
108

23

18

1
 xy . 

3) Поставим полученные решения y , y  в уравнение yyY  . 

108

23

18

1
)( 21

6   xxCCeY x  - общее решение неоднородного 

линейного уравнения. 

б) xeyyy 3106  . 

Решение. 

1.Найдем y  - общее решение уравнения однородного уравнения 

06  yyy , для этого составим характеристическое 

уравнение: 
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 062 kk  3,225 21  kkD . 

Корни действительные различные, следовательно (таблица 3, 

пункт 1) общее решение линейного однородного имеет вид: 
xx eСeСy 3

2
2

1   . 

2. Найдем y  по виду правой части уравнения, используя таблицу 4. 

        В нашем примере   xexf 310 ,  при этом 3 - совпадает с 

одним из корней характеристического уравнения  32  k ,  

частное решение y будем искать в виде   x
n exQxy  , получим 

выражение: 
xxAey 3 .  Найдем yи y  :  

   
xxxx

xxxxx

AxeAeAxeAey

exAAexeeAexAy

3333

33333

9693

33










 

     Подставим полученные выражения:  y , y , y   в исходное 

уравнение
xeyyy 3106  , получим: 

 xxxxxxx eAeeAxeAeAxeAe 3333333 10510696  

2105  AA  

3) Поставим полученные решения y , y  в уравнение yyY  . 

xxx exececY 33
2

2
1 2  

 - общее решение неоднородного 

линейного уравнения. 

 

Глава 5. ФУНКЦИЯ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 
 

5.1 Вопросы для самопроверки. 

1. Дайте определение функции двух переменных, её области 

определения. График функции двух переменных. 

2. Определение частной производной первого порядка функции 

двух переменных по любому из независимых переменных. 

Сформулируйте правила нахождения частных производных 

первого порядка. 

3. Определение полного дифференциала и полного приращения 

функции двух переменных? 
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4. Дайте определение частных производных второго порядка и 

сформулируйте правила их нахождения и теорему о равенстве 

смешанных производных. 

5. Каким образом находится производная в направлении вектора 

S . 

6. Какое направление показывает градиент? Как найти 

координаты градиента? 

7. Дайте определение точек максимума и минимума для функции 

двух переменных. Сформулируйте необходимое и достаточное 

условия существования точек экстремума для функции двух 

переменных. 

8. Сформулируйте правило нахождения точек экстремума для 

функции двух переменных. 

9. Какой вид имеют: производственная функция; функция 

прибыли; функция издержек? 

10.  Каким образом вычислить максимальную прибыль ? 

 

5.2. Задания для самостоятельного решения. 
 

Контрольная работа № 5 по теме:«Функция двух 

переменных». 
 

Задание №1. 

Найти область определения функции );( yxfz  . 

1.  yxz  2ln  11. 

yx
z




2

3  

2. 12  yxz  12.  yxz  22ln  

3. 
yx

z
3

3


  13. 32  yxz  

4. 2236 yxz   14. 
y

xz
2

6   

5.  25ln 22  yxz  15.  yxz  2lg  

6.  yxz  2ln  
16. 

 yx
z




2

3

 

7. 12  yxz  17.  yxz  22ln  
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8. yx
z

3

3




 

18. 32  yxz  

9. 
2236 yxz   

19.  

y
xz

2
6 

 

10.  25ln 22  yxz  20.  yxz  2lg  

 

Задание №2. 

 Даны функции );( yxfz  . Найти:   

а) полный дифференциал в точке P; 

б) частные производные второго порядка;  

в) частные производные первого порядка. 

 
1. 

а) 1sin2  yyxtgxz  ;  P(0;0) 

б) xyxxyz 223 432   

в) 
32 xyxz   

11. 

а) 84sin 2352  хyyxxyz ; Р(0;1) 

б) 1522 323  уyxyxz  

в) 
xyxez 

3

 

2. 

а) 
y

yxxyz
1

8ln 22  ;   P(1;-1) 

б) 1232 332  уyxyxz  

в) )2ln( 2 yyxz   

12. 

а) yxyxyeyz x 7
4

1
32 423  ; Р(0;-1) 

б) 752 232  хyxyxz  

в) )2ln( xxyz   

3. 

а) 8cos 35  yyxxyz ; P(0;-1) 

б) 14242  хyxyxz  

в) )3cos( 2 yyxz   

13. 

а) 1sin34 223  yхyxyxz ; Р(1;0) 

б) 2623 322  уyxyxz  

в) )2( 2 yxtgz   

4. 

а) 
323 343/ yхxyxz  ;    P(4;1) 

б) 3523 22  уyxyxz  

в) )3sin( 2 xyxz   

14. 

а) xyxyxyxz 2cos7 352  ; Р(1;0) 

б) 264 32  уyxyxz  

в) )2cos( 2 xyxz   

5. 

а) 348ln 22  х
y

x
yxxz ; P(1;1) 

15. 

а) xyyxeyz x 5422 4253  ; Р(0;1) 

б) 524 324  хyxyxz  
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б) 4425 323  хyxyxz  

в) 
52 )3( xyxz   

в) 
53 )2( xyxz   

6. 

а) 1sin2  yyxtgxz  ;  P(0;0) 

б) 
xyxxyz 223 432 

 

в) 

32 xyxz 
 

16. 

а) 84sin 2352  хyyxxyz ; Р(0;1) 

б) 
1522 323  уyxyxz

 

в) 
xyxez 

3

 

7. 

а) 
y

yxxyz
1

8ln 22 

;   P(1;-1) 

б) 
1232 332  уyxyxz

 

в) 
)2ln( 2 yyxz 

 

17. 

а) 
yxyxyeyz x 7

4

1
32 423 

; Р(0;-1) 

б) 
752 232  хyxyxz

 

в) 
)2ln( xxyz 

 

8. 

а) 8cos 35  yyxxyz ; P(0;-1) 

б) 
14242  хyxyxz

 

в) 
)3cos( 2 yyxz 

 

18. 

а) 1sin34 223  yхyxyxz ; Р(1;0) 

б) 
2623 322  уyxyxz

 

в) 
)2( 2 yxtgz 

 

9. 

а) 
323 343/ yхxyxz  ;    P(4;1) 

б) 
3523 22  уyxyxz

 

в) 
)3sin( 2 xyxz 

 

19. 

а) xyxyxyxz 2cos7 352  ; Р(1;0) 

б) 
264 32  уyxyxz

 

в) 
)2cos( 2 xyxz 

 

10. 

а)

348ln 22  х
y

x
yxxz

; P(1;1) 

б) 
4425 323  хyxyxz

 

в) 
52 )3( xyxz 

 

20. 

а) xyyxeyz x 5422 4253  ; Р(0;1) 

б) 
524 324  хyxyxz

 

в) 

53 )2( xyxz 
 

 

Задание  №3.  

Дана функция );( yxfz  . Найти: 

1) градиент функции в точке А; 

2) производную функции по направлению градиента; 

3) точки экстремума функций.  
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Решение типового примера. 

 

Пример 1.  

Найти область определения следующих функций: 

а) 622  xyxz ;       б) 224 yxz  ;     г) )34ln( 2xyz  . 

Решение. 

а) Данная функция определена на всей плоскости XOY, 

следовательно,   D(Z)={XOY}. 

б) Данная функция определена, если 04 22  yx  или 

422  yx . 

         Запишем неравенство в виде уравнения 422  yx  - граница 

области определения, которая на плоскости определяет 

окружность с центром в точке О(0;0) и радиусом R=2. Окружность 

делит всю плоскость XOY на внешнюю и внутреннюю ее части. 

Для определения какая часть является областью определения 

возьмем любую точку, например О(0;0) и подставим в 

1. yxyxyxz 3222   А(1;2) 
11. 

yxyxyxz  222
 

А(0;3) 

2. 122  xyxyz  А(2;2) 
12.

yxyxyxz 24454 22   
А(1;2) 

3. 
223 52 xyxyxz   А(0;1) 

13. 

 yxyxyxz 1062 22   
А(1;1) 

4. 279 33  yxyxz  А(0;-2) 14. 586 33  yxyxz  А(-2;2) 

5. yxyxyxz 102 22   А(-1;4) 15. 926 33  yxyxz  А(2;0) 

6. yxyxyxz 3222   А(1;2) 
16. 

yxyxyxz  222
 

А(0;3) 

7. 122  xyxyz  А(2;2) 
17. 

yxyxyxz 24454 22   
А(1;2) 

8. 
223 52 xyxyxz   А(0;1) 

18. 

 yxyxyxz 1062 22   
А(1;1) 

9. 279 33  yxyxz  А(0;-2) 19. 586 33  yxyxz  А(-2;2) 

10.

yxyxyxz 102 22   
А(-1;4) 20. 926 33  yxyxz  А(2;0) 
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неравенство 04 22  yx . Получим  0004 04  - 

истинно.  

      Точка О(0;0)  принадлежит 

внутренней части окружности, 

следовательно областью определения 

данной функции является круг и его 

граница (рис. 8). 

Замечание 1: если граница  

принадлежит области определения, 

то ее изображают сплошной линией, 

если нет то пунктирной. В нашем 

случае линия сплошная. 

в) Данная функция определена, если 

выражение под знаком логарифма 

положительно, т.е. 034 2  xy  или 

234 xy  . Таким образом границей 

области определения является 

парабола 
234 xy   с вершиной  (0,4), 

ветви вверх. Областью определения 

функции являются точки, лежащие 

внутри параболы (рис.9). Граница 

области принадлежит области определения. 

 

Пример 2. Найти частные производные первого порядка 

следующих функций: 

а) 732  yxyxz ; б) yxz 4 ;   в) 
y

x

eyxz  )ln( 2
. 

Решение. 

       а) 732  yxyxz  

Считая y постоянным, получим: yxyx
x

z
постy 




 2012.

 

Считая x постоянным, получим: 22
. 3031 yxyx

y

z
постx 






. 

б) yxz 4  - функция сложная. 

2 -2 0 

x 

y 

Рисунок 8 

4 

0 

x 

y 

Рисунок 9. 
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yxyxx

z
постy

42

1
1

42

1
.












;

yxyxy

z
постx

42

4
4

42

1
.












. 

в) y

x

eyxz  )ln( 2 - сумма двух сложных функции. 

y

x

y

x

постy e
yxy

ey
yxx

z










111
1

1 2

2.
; 

y

x

y

x

постx e
y

x

yy

x
eyx

yxy

z






















 222.

2
2

1
. 

Пример 3. Вычислить полный дифференциал функции 

yyxxz  224 2 в точке M(1;2). 

Решение. 

           Для нахождения полного дифференциала функции     

yyxxz  224 2  в точке M(1;2), воспользуемся формулой (4.3). 

Найдем частные производные: 

23
. 44 xyx

x

z
постy 




 ; 14 2

. 



 yx

y

z
постx  

Вычислим значения частных производных в точке M(1;2): 

1221414 23
).2;1( 





x

z
 ;    71214 2

)2;1( 




y

z
. 

Согласно формуле (4. 4), получим: dydxdz 712  . 

 

Пример 4. Вычислить частные производные второго порядка от 

функции 24 yeyxz x  . 

Решение. 

      Найдем частные производные первого порядка: 

23
. 4 yeyx

x

z x
постy 






;   yex
y

z x
постx 




 24

.
. 

Последовательно найдем частные производные второго порядка: 

  22'23

2

2

124 yeyxyeyx
x

z x
x

x 



;      x

y
x eyex

y

z
22

'4

2

2





; 
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  yexyex
yx

z x
y

x 244 3'23
2




 ;   yexex
xy

z x
x

x 242 3'4
2




  . 

Из примера видно, что смешанные производные 
yx

z



2

 и 
xy

z



2

 

равны. 

         Справедлива следующая теорема: если функция );( yxfz   и 

её частные производные определены и непрерывны в точке M(x;y) 

и в некоторой её окрестности, то в этой точке:  

yx

z



2

 = 
xy

z



2

. 

 

Пример 5. Дана функция 4622  xyxyxz , точка  2;1 A .  

Требуется: 

  1. найти градиент функции в точке А; 

  2.найти производную функции в точке А по направлению градиента 

Решение. 

1) Градиент функции находится по формуле: 

                                j
y

z
i

x

z
yxzgrad 









);(                                                     

Подставим найденные частные производные, получим 

                             jyxiyxyxzgrad  262);( . 

Вычислим градиент в точке  2;1A  

       jiAgrad 2216212 jiAgrad 36  . 

2) Производная по направлению в точке, выражается через частные 

производные функции по формуле (4.7): 

                                         coscos 














Ay

z

Ax

z

As

z
.                                 

cos  и cos - направляющие косинусы вектора s , в нашем случае 

вектор s  совпадает с zgrad . 

Найдем направляющие косинусы: 

    
5

2

45

6

36

6
cos

22





s

s y
    ;      

5

1

45

3
cos 

s

s y
 . 

Подставим полученные выражения, получим: 
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5

1
3

5

2
6

As

z
  53

5

15

5

3

5

12

As

z





. 

Пример 6.  

Дана функция 4622  xyxyxz , исследовать данную 

функцию  на экстремум. 

Решение. 

Чтобы исследовать данную дважды дифференцируемую функцию 

на экстремум необходимо выполнить следующие действия: 

1) Найдем частные производные первого порядка, 
x

z




и 

y

z




, 

приравнять к нулю и решить систему уравнений, решением 

которой являются стационарные точки 

                   62 



yx

x

z
;          yx

y

z
2




. 




























































4

2

2

63

2

64

02

062

0

0

x

y

yx

y

yx

yy

yx

yx

y

z
x

z

Следовательно, заданная функция имеет только одну 

стационарную точку P(4,-2). 

2) Найдем частные производные второго порядка и их значения в 

стационарной точке 

                           2
2

2






x

z
 ;     1

2






yx

z
 ;     2

2

2






y

z
. 

Частные производные второго порядка не зависят от переменных x 

и y, следовательно, постоянны в любой точке. Поэтому для точки  

P(4,-2) имеем  

А=-2;В=-1;С=-2. 

Составим и вычислим дискриминант: 

      3122
22  ВАСD  

Для данной функции 0D и A<0, следовательно, в точке P(4,-2) 

имеем максимум. 

д) Найдем значение функции: 

      8446224)4(2;4
22

max  zz . 
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